
Pixel Round
教学设计

普通高中三年级（高三）数学

本教学设计为四个课时的教学序列，把 Pixel Round 这款
开源软件引入中国普通高中三年级的数学课堂，围绕一个
核心问题展开：如何在有限的像素方格上表示一条连续曲
线？设计依据《普通高中数学课程标准（2017 年版 2020
年修订）》，整合数学抽象、逻辑推理、数学建模、直观想

象、数学运算与数据分析等核心素养。



PIXEL ROUND 教学设计 — 高三数学

由 Pixel Round 体素化的直径 12 球。

学科融合：数学 ⋅ 信息技术 ⋅ 美术 ⋅ 物理
课程依据：普通高中数学课程标准（2017 版 2020 修订）⋅ 高中信息技术

课程标准
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1. 教学概况

学科 数学（必修与选择性必修内容）；可与信息技术学科
联合实施。

年级 普通高中三年级（高三）。可调整用于高二、信息技
术选修班。

学校类型 普通高中（公办为主）。乡村中学与城市重点中学的
差异适配方案见附录 C。

课时安排 4 课时，每课时 40–45 分钟（共 160–180 分钟）。亦
可压缩为两个 90 分钟的双课时，方案见 §8。

核心资源 Pixel Round — 免费浏览器应用，无需注册、无需账
号、无需服务器、支持离线运行（PWA）。

课标对应 选择性必修第一册“空间向量与立体几何”、必修第
一册“函数”；数学建模与算法初步。

学科融合 信息技术（算法与编程，Python 实现）；美术（数字
图像创作）；物理（声波、加法合成）。

学生先备知识 平面直角坐标系；圆的方程；柱体、锥体、球体的体
积公式；函数与不等式；百分比与误差。

教师备课要求 用 15 分 钟 自 行 探 索 Pixel Round； 阅 读
docs_math/Pixel_Round_Math_zh-CN.pdf。

关于实施环境的说明

本设计充分考虑中国普通高中的实际情况：城乡学校在硬件配置上差距显著，
部分学校有完善的多媒体教室、平板教学车与“班班通”工程，另有部分学校
仅有传统黑板和粉笔。Pixel Round 可在任何近十年生产的笔记本电脑或学生
自带手机的浏览器中运行，不需联网（首次访问后可永久离线使用），不收集
任何个人信息，符合《中华人民共和国个人信息保护法》对未成年人数据保
护的相关规定。对于完全无信息化设备的课堂，本设计在附录 C 提供 全纸质
替代方案，确保教学不受硬件限制。

2. 设计理念与依据

像素艺术与体素艺术深刻嵌入当代高中生的视觉文化经验中。从《我的世
界》（Minecraft）到米哈游的《原神》《星穹铁道》，从腾讯系大型手游到 B
站独立游戏创作社区，像素与体素的视觉语言无处不在。把这种日常视觉经验作
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为 数学研究对象，意味着把熟悉的图像转化为真正的数学问题：计算机只能开启
与关闭方格，它如何决定开启哪些方格才能呈现一条圆滑的曲线？

本设计的理论支点有三：

• 基于六大核心素养的整体教学。根据《普通高中数学课程标准（2017版 2020修
订）》，本设计明确指向 数学抽象、逻辑推理、数学建模、直观想象、数学运算、
数据分析六大核心素养，按课时合理分布。

• 大单元教学 与 深度学习。把“在离散网格上表示连续曲线”这一问题作为大单
元的核心驱动问题，避免将算法、方程、立体几何等分散讲授，强调知识之间
的内在结构与方法之间的相互联系。

• “双减”政策下的提质增效。本设计强调课堂内的探究与建构，作业精简，鼓励
学生在课堂内完成主要的认知任务，符合教育部 2021 年颁布的“双减”精神，
减轻课外补课负担。
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文化与历史维度

中国古代数学家对圆的研究有着深厚的传统。刘徽在《九章算术》注（公元
263 年）中提出 割圆术，用内接正多边形逐步逼近圆面积；祖冲之在公元 5
世纪将 𝜋 计算到 7 位精度，这一记录在世界范围内保持了近千年。割圆术与
本节课所讨论的“离散逼近连续”在思想上具有内在一致性：都是以可计算
的离散对象逼近不可直接计算的连续对象。教师可在第一课时的引入环节自
然提及这一渊源，唤起学生的文化认同。

3. 教学目标

3.1 知识与技能

• 掌握椭圆的隐式方程 (𝑥/𝑟𝑥)2 + (𝑦/𝑟𝑦)2 = 1，理解圆是其特殊情形（𝑟𝑥 = 𝑟𝑦）；

• 理解三种像素归属判定算法（欧几里得、Bresenham 中点法、阈值法）的数学
定义与差异；

• 把二维椭圆方程推广到三维空间，得到椭球面方程；

• 把三维体的平面截面理解为关于体素坐标的 线性不等式。

3.2 过程与方法

• 能自主使用 Pixel Round 软件，在二维与三维模式下完成图形生成与 PNG 导
出；

• 能在坐标纸上按照规定的判定规则手工绘制离散圆，并与软件输出进行对比；

• 能通过统计像素数目计算离散面积，并与连续面积 𝜋𝑟𝑥𝑟𝑦 比较，求相对误差；

• 能综合圆、椭圆、球、椭球设计一幅原创像素／体素作品，并用数学语言阐释
设计选择。

3.3 情感、态度与价值观

• 体会同一连续对象在离散空间中存在多种合理的表示方式，培养包容多元的数
学观；

• 在小组合作中提升沟通、协作、批判性反思能力；

Pixel Round — 教师用资料 第 7 页



PIXEL ROUND 教学设计 — 高三数学

• 通过对中国古代数学（刘徽、祖冲之）的回顾，增强文化认同与民族自信。

4. 核心素养指向

依据《普通高中数学课程标准（2017 版 2020 修订）》，本设计明确指向六大核心素
养，按课时不同有所侧重：

数学抽象

学生从“计算机如何画圆”这一具体问题中抽象出 连续与离散的对偶关系，
并以椭圆隐式方程的形式精确表达。侧重课时：1, 3。

逻辑推理

学生分析三种算法的判定逻辑差异，并通过例题验证 Bresenham 决策参数的
整数性质。侧重课时：2。

数学建模

学生把“设计一幅像素艺术作品”这一开放任务转化为关于半轴、算法、截面
的具体数学描述，并通过软件验证模型。侧重课时：4。

直观想象

学生借助 Pixel Round 的三维可视化，建立椭球、平面截面、八分对称的空间
直观；通过实物坐标纸与软件输出对照，形成连续—离散的视觉直观。贯穿
所有课时。

数学运算

学生在第二、第三课时反复进行椭圆方程求解、平方和判定、面积体积估算、
相对误差计算。侧重课时：2, 3。
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数据分析

学生比较三种算法的离散面积，用相对误差量化它们与理想值的偏离，得出
有依据的结论。侧重课时：2 的最后一个活动。

5. 教学重点与难点

5.1 教学重点

• 椭圆与椭球的隐式方程，作为像素归属判定的数学基础；

• 三种算法（欧几里得、Bresenham、阈值）的判定条件及其几何含义；

• 平面截面作为线性不等式的代数表达。

5.2 教学难点

• Bresenham 算法决策参数的推导（属于难点，可按学情选讲）；

• 离散面积／体积与连续面积／体积之间收敛性的认识；

• 在小组合作中用数学语言进行美学辩护。

5.3 突破策略

• 在第一课时引入手绘活动，让学生在动手中体验“没有唯一正确答案”的认知
冲突；

• 在第二课时使用大量直观图示与逐步演示，由具体到一般地构建 Bresenham 算
法的形象；

• 在第四课时通过开放性项目和教师巡回辅导，引导学生将美学直觉转化为数学
表达。

6. 学情分析

高三学生具备以下优势与挑战：
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优势：已完成必修一至必修五、选择性必修一的主要内容学习；熟悉坐标系、圆与
椭圆的方程；具备初步的算法意识（信息技术课已涉及 Python 基本语法）；视觉
文化经验丰富，对像素艺术与游戏有强烈兴趣。

挑战：高考压力大，对“非高考型”活动易产生抵触；个体差异显著，部分学生数
学运算能力薄弱；部分学校对“双减”后课内主战场的要求尚在适应中；多媒体设
备分布不均。

应对策略：本设计将高考重要考点（椭圆方程、立体几何体积公式、向量法、不等
式）作为内容支柱，并通过 相对误差等概念贯穿数据分析素养，与高考能力要求
紧密对接，避免“为玩而玩”的印象。

7. 教学资源

7.1 信息化资源

• Pixel Round（每生或每两人一台设备）；

• 多媒体投影或交互式电子白板；

• 计算机房 或平板教学车 或学生自带智能手机（BYOD）。

7.2 传统教具

• 坐标纸（5 mm 方格）每生 2 张；

• 铅笔、橡皮、30 cm 直尺；

• 彩色铅笔或马克笔（推荐使用项目主色 #CC2020 红与黑）；

• 印制的练习单（附录 B）；

• 黑板或白板。

7.3 Pixel Round 部署方式

按便利程度排序：

1. 教师托管 于 GitHub Pages、校园网或个人云空间。通过二维码分发链接。
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2. 本地副本 复制项目文件至各机房电脑，用 file:// 直接打开 index.html。

3. 学生手机离线运行：通过 PWA 模式预先缓存于浏览器，课堂上无需联网。

8. 分层教学与无障碍设计

每一活动均提供 至少两种切入路径 与 两种结果展示方式，体现“面向全体、关注
差异”的教学理念。

8.1 学习困难学生

• 活动 1.2 给予额外时间（15 分钟替代 10 分钟）；

• 提供预先标注圆心的坐标纸；

• 最终项目（活动 4.3）的辩护可选口头、书面或录音三种方式。

8.2 学有余力学生

• 拓展任务：通过对中点 (1, 𝑅 − 1
2) 代入 𝐹(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 𝑅2 推导 Bresenham

决策参数 𝑑0 = 1 − 𝑅；

• 探究任务：估计离散面积与 𝜋𝑟2 之间的收敛速度，得到 𝑂(𝑟2/3)（高斯圆格点问
题，Huxley 2003）；

• 编程任务：用 20 行 Python 实现欧几里得算法，作为信息技术课的延伸作业。

8.3 双课时压缩方案

若学校采用 90 分钟连堂制（如部分实验校或选修课），课时 1+2 合并为第一连堂，
课时 3+4 合并为第二连堂，中间留 10 分钟休息。

8.4 线上与混合教学

Pixel Round 的 Web 性质完美适配腾讯会议、钉钉课堂、希沃白板等远程教学场
景。教师共享屏幕，学生在自有设备同步操作。坐标纸作业可拍照上传至班级群或
学校的在线学习平台（如智慧课堂、希沃班级优化大师）。
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9. 教学过程

教学过程采用 五环节教学法：情境导入 → 自主探究 → 合作展示 → 精讲点拨 →
巩固提升，与“以学生为中心”的课程改革精神一致。每一课时根据内容特点对环
节加以伸缩。

9.1 第一课时 — “电脑用方块画圆，可能吗？”

课时目标

明确离散光栅化作为一个真实数学问题；激活已学圆方程；初次接触 Pixel Round。

1.1 — 情境导入 8 分钟

方式：独立思考 → 同桌交流 → 集体分享。

步骤：
1. 投影展示三幅经典像素图：超级马里奥的蘑菇、初代宝可梦、谷歌“怀旧”
涂鸦。

2. 提问：“仔细观察。这三幅图有什么共同点？它们与圆规画出的圆有什么
区别？”

3. 学生独立写下答案（1 分钟），与同桌交流（2 分钟）。
4. 集体反馈，教师在黑板上记录关键观察，引导得出：“电脑只能开启或关
闭方格 — 它如何选择哪些方格？”

1.2 — 自主探究 12 分钟

方式：手工绘制与形式定义对照。

材料：坐标纸、铅笔。

步骤：
1. 每生取半张坐标纸，划出 11 × 11 方格区域并标记中心。
2. 任务：“涂出直径为 10 的最佳圆。4 分钟，不允许用橡皮。”
3. 时间到后，3–4 名学生在黑板预先画好的方格区上重现自己的画法。
4. 教师引导观察：“大家画的一样吗？为什么不一样？谁是对的？”
5. 总结：没有唯一答案。每位同学隐式地采用了不同的 判定准则。
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1.3 — 精讲点拨 15 分钟

方式：教师讲解 + 学生笔记。
以原点为圆心、半径为 𝑟 的圆的隐式方程：

𝑥2 + 𝑦2 = 𝑟2

圆内部点满足 𝑥2 + 𝑦2 < 𝑟2。推广到半轴为 𝑟𝑥, 𝑟𝑦 的椭圆：

( 𝑥
𝑟𝑥

)
2

+ ( 𝑦
𝑟𝑦

)
2

= 1

在像素网格上，问题是：哪些 方格 属于内部？Pixel Round 提供三种回答：

• 欧几里得：方格中心 (𝑖 + 1
2 , 𝑗 + 1

2) 是否在内部？
• Bresenham：1965 年提出的经典算法，仅使用整数运算。

• 阈值：方格的某个 角点是否在内部？

现场演示：教师打开 Pixel Round，设置直径为 10，依次切换三种算法，每
种停留 30 秒。强调：三种方法都数学上正确，只是依据的判定准则不同。

1.4 — 巩固提升 10 分钟

任务：“回到坐标纸。按 严格的 欧几里得准则重画直径为 10 的圆：仅当方
格中心 (𝑖 + 0.5, 𝑗 + 0.5) 距圆心不超过 5 时才填涂。”
完成后，与 Pixel Round 欧几里得模式下直径 10 的输出对照。两者应完全一
致。
出门小问题（2 分钟）：“用一句话说明：方格‘在圆内部’具体是什么意思？”

课后练习（选做）

对直径为 8 和 14 重复活动 1.4。下节课带来两张图。

9.2 第二课时 — “三种算法，三个图形”

课时目标

深入分析三种算法各自的数学定义；定量比较三者结果。
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2.1 — 旧识激活 5 分钟

快速回收课后练习，观察学生作品差异，宣布本节课目标：“今天我们用显微
镜看每一种算法，揭示 Bresenham 为何被誉为计算机科学的瑰宝。”

2.2 — 欧几里得算法 10 分钟

对方格 (𝑖, 𝑗)，计算归一化偏移：

𝑑𝑥 = 𝑖 + 1
2 − 𝑐𝑥
𝑟𝑥

, 𝑑𝑦 = 𝑗 + 1
2 − 𝑐𝑦
𝑟𝑦

方格被填涂当且仅当 𝑑 2
𝑥 + 𝑑 2

𝑦 ≤ 1。
黑板演算：取 𝑐𝑥 = 𝑐𝑦 = 5，𝑟𝑥 = 𝑟𝑦 = 5，方格 (2, 1)。得 𝑑𝑥 = −0.5，𝑑𝑦 = −0.7，
𝑑2

𝑥 + 𝑑2
𝑦 = 0.74 ≤ 1。方格 在内部。

学生独立完成：方格 (0, 0) 是否在内部？（答案：1.62 > 1，不在。）

2.3 — Bresenham 算法 15 分钟

历史背景：Jack Bresenham 1965 年于 IBM 发表此算法。当时一次浮点乘法
可达数百微秒。他的贡献是：仅用 整数加法与比较即可绘制圆。
中国语境：1965 年也是中国 109 丙机研制完成的年代（中科院计算所），中
国的计算机科学正在起步。算法的整数化思想，对于资源有限的早期计算机
时代具有普适意义。
从 (𝑥 = 0, 𝑦 = 𝑅)、𝑑0 = 1 − 𝑅 出发，在 0–45° 八分之一弧上每一步：

{若𝑑 < 0 ∶ 下一像素(𝑥+1, 𝑦), 𝑑 += 2𝑥 + 3
若𝑑 ≥ 0 ∶ 下一像素(𝑥+1, 𝑦−1), 𝑑 += 2(𝑥 − 𝑦) + 5

逐步演示：在黑板上对 𝑅 = 5 逐步追踪 𝑥、𝑦、𝑑。其余七个八分弧由 𝐷4 对
称性导出。
分层提示：若学生在决策参数代数上遇到困难，可仅以规则形式介绍而不深
究推导；完整推导见 Pixel_Round_Math_zh-CN.pdf §5。
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2.4 — 阈值算法 8 分钟

对每个方格 (𝑖, 𝑗)，求距形心最近的方格角点：
𝑛𝑥 = clamp(𝑐𝑥, 𝑖, 𝑖+1), 𝑛𝑦 = clamp(𝑐𝑦, 𝑗, 𝑗+1)

方格被填涂当 (𝑛𝑥 − 𝑐𝑥
𝑟𝑥

)
2

+ (𝑛𝑦 − 𝑐𝑦
𝑟𝑦

)
2

≤ 0.94。
为何是 0.94 而非 1？经验上当阈值为 1 时，四个基本方向（东、南、西、北）
会出现单像素“刺”。略小的阈值可去除这一伪影。这是一种基于视觉观察的
工程决策 — 提醒学生：纯数学并非总能给出最终答案。
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2.5 — 量化比较 7 分钟

两人一组合作：在 Pixel Round 中：
1. 设置直径 16，模式 填充；
2. 启用信息标签，记录三种算法各自的离散面积；
3. 计算连续面积 𝜋𝑟2 = 64𝜋 ≈ 201.06；
4. 对每种算法计算相对误差

|𝑆离散 − 𝑆连续|
𝑆连续

× 100%；
5. 把三种算法按误差由小到大排序。
预期结果：欧几里得通常误差小于 1%；阈值高估若干个百分点；Bresenham
介于两者之间。集体反馈。

(a) 欧几里得 (b) Bresenham (c) 阈值

Figure 1: 同一直径 20 的圆在三种算法中的表现。直径较大时差异更细微，直径较小时
差异更明显。

9.3 第三课时 — “从椭圆到椭球：跨入三维”

课时目标

把椭圆方程推广至三维；引入体素与离散体积；理解平面截面作为线性不等式。
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3.1 — 二维到三维 15 分钟

增加第三维 𝑧。椭圆方程自然推广为：

( 𝑥
𝑟𝑥

)
2

+ ( 𝑦
𝑟𝑦

)
2

+ ( 𝑧
𝑟𝑧

)
2

= 1

当 𝑟𝑥 = 𝑟𝑦 = 𝑟𝑧 = 𝑟，回到 球面 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑟2。
术语：三维网格的方格称为 体素（voxel，volume element）。判定准则与二维
相同，加入 𝑧 维度：

𝑎2
𝑥 + 𝑎2

𝑦 + 𝑎2
𝑧 ≤ 1, 𝑎𝜉 = 𝜉 + 1

2 − 𝑐𝜉
𝑟𝜉

演示：将 Pixel Round 切换为 3D 模式，在球与椭球之间切换，鼠标拖动旋
转，对比三种渲染样式（Classic, Smooth, Blocks）。

(a) 球 𝐷 = 12（𝑟𝑥 = 𝑟𝑦 = 𝑟𝑧 = 6）。 (b) 椭球 𝑊 = 20, 𝐻 = 10, 𝐷 = 12。

Figure 2: 三维体素化。每个立方体是一个体素，其中心坐标根据隐式方程测试。
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3.2 — 连续体积与离散体积 15 分钟

椭球的连续体积是积分学经典结果：

𝑉 = 4
3 𝜋 𝑟𝑥 𝑟𝑦 𝑟𝑧

当 𝑟𝑥 = 𝑟𝑦 = 𝑟𝑧 = 𝑟，𝑉 = 4
3𝜋𝑟3。这一公式在高考立体几何题中频繁出现。

两人合作：
1. 计算直径 12（𝑟 = 6）球的连续体积：𝑉 = 4

3𝜋 ⋅ 216 ≈ 904.78；
2. 在 Pixel Round 中生成 𝐷 = 12 球（填充模式），读取离散体积；
3. 计算相对误差。
讨论：𝑉离散/𝑉连续 → 1（当 𝐷 → ∞）。直径较小时偏差明显 — 这是数学上
的正确事实：离散化本身改变了计数。可与刘徽“割圆术”的逼近思想相互
印证。

3.3 — 截面与线性不等式 8 分钟

Pixel Round 可用三个平面切割立体。每一切割是一个 线性不等式：

X 轴： 𝑥 ≥ cut ⇒体素被舍弃
Y 轴： 𝑦 ≥ cut ⇒体素被舍弃
对角线： 𝑥 + 𝑦 ≥ cut ⇒体素被舍弃

演示：沿 Y 轴切球至 50%，再沿 X 轴切至 50%，最后切换至对角线 50%。
引导提问：“对角切割的滑块为什么范围是 0 到 𝐷𝑥 + 𝐷𝑦，而不是 𝐷𝑥？方程
的哪部分告诉我们这一点？”

(a) Y 方向切割 50%（𝑦 ≥ 5
被舍弃）

(b) X 方向切割 50%（𝑥 ≥ 10
被舍弃）

(c) 对角切割（𝑥 + 𝑦 ≥ 15 被
舍弃）

Figure 3: 同一椭球（𝑊 = 20, 𝐻 = 10, 𝐷 = 12）上的三种平面切割，每种保留 50% 的体
积。请注意对角切割的阶梯形图案。
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3.4 — 中国数学史回响 7 分钟

回到刘徽与祖冲之的圆周率工作。
教师在黑板上呈现 割圆术的图示：内接正多边形从 6 边、12 边、24 边、...
不断加倍，逼近圆面积。
讨论：“刘徽 1700 多年前在做与我们今天相同的事 — 用可计算的离散对象
逼近不可直接计算的连续对象。当代计算机用的方格（像素）与刘徽用的多
边形，思想上是同一回事。Pixel Round 中三种算法的差异，恰对应于选择多
边形的不同方式。”
文化拓展：这是一个理想的 研究性学习起点，可由学有余力的学生在课后撰
写小论文，参加学校的“数学文化节”或市级数学建模竞赛。

9.4 第四课时 — “项目实战：原创像素／体素作品与数学辩护”

课时目标

综合运用本单元全部知识进行原创设计；通过数学语言的辩护进行表现性评价。

4.1 — 项目布置 5 分钟

任务：“两人或三人为一组，制作一幅像素艺术或体素艺术作品，至少综合使
用 Pixel Round 生成的三种形体（圆、椭圆、球、椭球）。可以是人物、图标、
动物、徽标 — 自选。完成后每组上台展示，并用 数学语言 辩护设计选择：
为什么选这种算法？为什么这样的比例？为什么这样的截面？”
分组：教师课前按异质性原则预分。1 分钟入座。

4.2 — 项目实施 25 分钟

每组材料：
• 一台运行 Pixel Round 的设备；
• 坐标纸、铅笔、马克笔以备草稿；
• 任务卡（附录 B 练习 5）写有三道必答题。
内部阶段：
1. 5 分钟 头脑风暴，草图。
2. 12 分钟 在 Pixel Round 内完成主要构件，分块导出 PNG。
3. 4 分钟 整合（在坐标纸上用马克笔重画，或在 PPT/演示软件中拼合）。
4. 4 分钟 在任务卡上书写数学辩护。
教师巡回：走访各组，提出引导性问题 — “为什么选这种算法？这条截面
用不等式怎么写？”
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4.3 — 展示与综合 15 分钟

每组 2 分钟，展示作品并回答三道必答题中的 至少一道。
最低要求：
• 至少指出一种数学图形；
• 命名所选算法并陈述（哪怕是事后的）选择理由；
• 若有 3D 截面，须用不等式描述。
教师总结（3 分钟）：回到本单元的核心命题 — “在离散网格上，同一条连
续曲线允许多种表示；选择一种是一项数学决策。”宣布形成性评价的提交方
式。

10. 教学评价

评价体系结合 诊断性评价、形成性评价 与 表现性评价，与新课程改革倡导的“以
评促学”相一致。

10.1 诊断性评价

在第一课时活动 1.2 中开展。教师走动观察，识别坐标系、圆方程、面积计数等先
备知识的薄弱学生。

10.2 形成性评价

分散于四节课：观察小组讨论、个体回答、活动 1.4 的对照、活动 2.5 的计算、活
动 3.2 的体积比较。

10.3 表现性评价

两项产出：

1. 练习单（附录 B），5 道题，第四课时结束后提交。
2. 项目作品（活动 4.2）附带数学辩护卡。
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10.4 评价量规

评价维度 优秀（A，85–100） 合格（B–C，60–84）／不合格
（D，0–59）

数学知识 能熟练运用椭圆／椭球方程；准
确区分三种算法及其效果。

能用圆方程但难以推广到椭圆；
混淆算法。

软件运用 自主操作 Pixel Round 2D ／ 3D；
可导出；切换算法熟练。

频繁求助；只能操作 2D。

语言表达 用数学术语（算法、体素、截面、
不等式）展开辩护。

仅作美学描述；缺少数学语言。

合作精神 在小组中积极贡献；参与全班讨
论。

独立工作；少有贡献。

10.5 学期评价建议占比

• 练习单：40%；
• 项目作品与展示：50%；
• 过程观察：10%。

11. 学科融合与拓展

11.1 与信息技术学科

Bresenham 算法是任何算法课程的经典案例。第二课时 2.3 可与信息技术教师协
同实施，进一步用 Python 实现算法（约 25 行代码），并讨论时间复杂度（𝑂(𝑅)）。

11.2 与美术学科

像素艺术是数字时代的重要艺术语言。Pixel Round 提供了罕见的 数学与艺术同
一对象的入口：一幅画作 同时是方程与构图。建议：与美术教师联合开展“数学
之美 / 艺术之精”主题展览，作品张贴于校园文化墙或上传至校园公众号。
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11.3 与物理学科

Pixel Round 的音效层采用纯正弦波的加法合成。所选频率近似 十二平均律（每个
半音的频率比为 21/12 ≈ 1.0595）。与物理课程“机械波”“声学”单元自然衔接。

11.4 与历史 & 数学文化

课时 3.4 已涉及刘徽与祖冲之。教师可进一步引导有兴趣的学生写小论文，题材
如：“从割圆术到像素：离散逼近的两千年”、“东方与西方的圆：相同的数学，不
同的文化”。这是高三研究性学习与综合素质评价的优秀素材。
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• Pixel Round 配套技术文档：docs_math/Pixel_Round_Math_zh-CN.pdf.
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A. Pixel Round 演示脚本

为活动 1.3 提供的演示流程，亦可供教师自学使用。总时长 15 分钟。

A.1 开启与 2D 模式

1. 打开 Pixel Round。指出顶栏、画布区、控制区。

2. 确认 2D / 圆 模式。

3. 将 Size 滑块设为 10，观察图形。

4. 启用画布角的信息标签。朗读：“直径 10，半径 5，面积…，算法欧几里得”。

5. 依次切换三个算法标签：欧几里得 / Bresenham / 阈值，每个停留 30 秒。

A.2 椭圆

1. 切换形状为 椭圆。出现 宽度与 高度两个滑块。

2. 设置 𝑊 = 16，𝐻 = 8。

3. 讨论：“此图形方程为 (𝑥/8)2 + (𝑦/4)2 = 1。为什么 𝑥 除以 8，而 𝑦 除以 4？”

A.3 3D 模式

1. 切换至 3D / 球，𝐷 = 12。

2. 鼠标拖动旋转。

3. 启用信息标签：记录体积。

4. 切换至 椭球，𝑊 = 20, 𝐻 = 10, 𝐷 = 10。

5. 演示 Y 轴切割滑块至 50%。

6. 切换至对角线轴。讨论斜切面。

A.4 导出

1. 使用画布角的下载按钮。
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2. 保存 PNG。

3. 注意：导出图像高分辨率，可用于打印、投影或嵌入作业。
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B. 练习单

要求：独立完成。可借助 Pixel Round 验证，但数学说明为必答。手写或打印皆可。

练习 1 — 圆的方程

题目：圆心在原点 (0, 0)，半径 𝑟 = 7。对下列各点，判定其在圆 内、外、上。说
明理由。

a) (3, 4) 答案：在内（25 < 49）。
b) (5, 5) 答案：在外（50 > 49，

√
50 ≈ 7.07）。

c) (0, 7) 答案：在上。
d) (−7, 0) 答案：在上。

练习 2 — 欧几里得判定

题目：圆心 (5, 5)，半径 5。对方格 (𝑖, 𝑗) = (1, 3) 应用欧几里得准则：是否填涂？

答案：方格中心 (1.5, 3.5)，到圆心距离
√

14.5 ≈ 3.81 < 5，填涂。

练习 3 — 离散与连续面积

题目：在 Pixel Round中生成欧几里得直径 20的圆。记录离散面积。计算 𝜋𝑟2。计
算相对误差。对阈值算法重复。比较。

答案：𝑆连续 = 100𝜋 ≈ 314.16。欧几里得误差通常 < 2%。阈值高估 5%–8%。

练习 4 — 椭球体积与切割

题目：椭球半轴 𝑟𝑥 = 4、𝑟𝑦 = 6、𝑟𝑧 = 3。

a) 求连续体积。
b) 在 𝑌 轴方向切去 50% 高度后，剩余体积？
c) 把该切割表示为关于 𝑦 坐标的不等式。

答案： (a) 𝑉 = 4
3𝜋 ⋅ 4 ⋅ 6 ⋅ 3 = 96𝜋 ≈ 301.59；(b) 对称性，≈ 150.80；(c) 𝑦 < cut，

cut = 0.5 ⋅ 𝐷𝑦 = 6。
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练习 5 — 项目辩护卡

题目：完成小组原创作品后，作答：

(1) 列出使用的几何形体（圆、椭圆、球、椭球）及其参数。
(2) 主要形体使用了哪种算法？为什么？该算法产生了哪种另外两种无法产生的视
觉效果？

(3) 是否使用了 3D 截面？若有，用不等式描述 其中一项。
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C. 无信息化条件下的替代方案

针对硬件条件有限的学校（如部分中西部、农村或边远学校），本方案允许整个教
学序列 完全用纸面材料完成。教学内容核心保持不变，仅载体改变。

C.1 各课时替代措施

课时 原活动 纸面替代

1 Pixel Round 演示（1.3） 教师在课前于大幅坐标纸上手工绘制
三种算法对应的 𝐷 = 10 圆，贴于黑板
上对照。

2 软件量化比较（2.5） 发放三幅 𝐷 = 16 预绘圆图（教师课前
在 Pixel Round 中生成并打印），让学
生手工计数比较。

3 3D 球的生成（3.1, 3.2） 发放球的 逐层切片图（每个 𝑧 一张坐
标纸图），学生通过堆叠想象三维。

4 Pixel Round 中创作（4.2） 完全用坐标纸与彩铅／马克笔创作。数
学辩护（4.3）不变。

C.2 准备物品（一次性）

• A3 大坐标纸 1 张（30 × 30 方格，教师手绘），贴于黑板或墙面。
• 每生 4 张 A4 坐标纸（5 mm 方格）。
• 三幅预绘圆对照图，教师课前在 Pixel Round 中生成，导出为 PNG 后送学校
文印中心打印。

C.3 城乡差异下的实施建议

中国教育资源在地区间存在显著差异。本设计为不同情境提供差异化建议：

• 重点城市重点中学（北京、上海、杭州、深圳等）：可加深第二课时 Bresenham
推导，并扩展至高斯圆格点问题的研究性学习。

• 普通城市中学：按设计主线实施，强化与高考立体几何专题的衔接。

• 县城与农村中学：采用本附录的纸面替代方案，结合一台教师演示电脑（投影）
即可完整完成；强化对刘徽“割圆术”文化的呼应。
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D. 教师术语速查

• 算法（algorithm） — 解决问题的有限、明确的指令序列。Pixel Round 的三
种算法是同一问题（哪些方格被填涂）的三种不同流程。

• Bresenham 算法 — 1965 年 Jack Bresenham 在 IBM 发表，用于直线绘制；
后被 Pitteway、Kappel 推广至椭圆。其特征是仅用整数运算。

• Canvas（画布） — 提供浏览器 2D 或 3D 绘图区域的 HTML 元素。

• 隐式方程 — 形如 𝐹(𝑥, 𝑦) = 0 的方程，曲线被定义为某函数的零点集合。椭圆
为 (𝑥/𝑟𝑥)2 + (𝑦/𝑟𝑦)2 − 1 = 0。

• 像素（pixel） — picture element 的缩写。数字图像的最小单元，对应网格中
1 × 1 的方格。

• PWA（Progressive Web App） — 可安装于设备并离线运行的网页应用。
Pixel Round 即是。

• 光栅化 — 把连续几何描述转化为像素（2D）或体素（3D）矩阵的过程。

• 半轴 — 椭圆中心到沿对应坐标轴方向上的顶点的距离。圆是 𝑟𝑥 = 𝑟𝑦 的特殊
情形。

• 十二平均律— 把八度平均分为 12个半音。相邻半音的频率比为 12√2 ≈ 1.0595。
是现代西方与中国当代音乐的基础。

• 体素（voxel） — volume element 的缩写。三维网格中的 1 × 1 × 1 立方单元。

• WebGL — 浏览器内的 3D 图形 API。Pixel Round 通过 three.js 调用。

— 教学设计完 —
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