Pixel Round

Unterrichtssequenz

Gymnasiale Oberstufe — Q2 / 12. Jahrgangsstufe

Eine Unterrichtssequenz aus vier Doppelstunden fiir den
Mathematikunterricht in der Qualifikationsphase deutscher
Gymnasien. Sie verkntiipft analytische Geometrie,
algorithmisches Denken und éasthetische Gestaltung anhand
eines einzigen Leitproblems: Wie lasst sich eine stetige
Kurve auf einem endlichen Raster aus Pixeln darstellen?



PIXEL ROUND Unterrichtssequenz — Q2/12. Jg.

Voxelisierte Kugel mit Durchmesser 12, von Pixel Round erzeugt.

Facherverkniipfungen: Mathematik - Informatik - Bildende Kunst - Physik

Bezugsrahmen: KMK-Bildungsstandards Mathematik (Allgemeine
Hochschulreife, 2012) - Bildungsplane der Lander
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Unterrichtssequenz — Q2/12. Jg.

1. ldentifikation und Rahmen

Unterrichtsfach

Jahrgang und Stufe

Schulform

Zeitumfang

Zentrale Ressource

Curricularer Bezug

Fachiibergreifende Be-
ziige

Vorkenntnisse der Ler-
nenden

Vorbereitung der Lehr-
kraft

Mathematik. Anpassbar an Informatik (Leistungs-
oder Grundkurs) und an den Wahlpflichtbereich In-
formatik der Sekundarstufe II.

Gymnasium, Qualifikationsphase Q2 (12. Jahr-
gangsstufe, in einigen Lindern 13.). Anpassbar an
Q1 und an die 10. Klasse.

Gymnasium oder Gesamtschule. Anpassungen fiir
Berufsfachschule in Anhang C.

4 Doppelstunden zu je 90 Minuten (insgesamt 6
Zeitstunden). Variante mit acht Einzelstunden (45
min) in §8.

Pixel Round — freie, browserbasierte Anwendung.
Keine Anmeldung, kein Server, vollstandig offline-

fahig (PWA). DSGVO-konform.

Leitidee Raum und Form und Leitidee Algorithmus
und Zahl (KMK 2012).

Informatik (Algorithmik), Bildende Kunst (digita-
le Bildgestaltung), Physik (Wellenlehre, Akustik).
Kreisgleichung; Vektoren und Koordinaten im R3;
Flachen- und Volumenberechnung der Grundkor-
per; Funktionsbegriff; Prozentrechnung.

15 Minuten praktische Erkundung
der Anwendung; Studium von
docs_math/Pixel Round Math_de-DE.pdf.
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Schulrealitat in Deutschland

Die Sequenz ist auf die typischen Bedingungen deutscher offentlicher Gym-
nasien zugeschnitten: Klassenraum mit Beamer oder digitaler Tafel, mobile
Tablet-Wagen aus dem DigitalPakt Schule, eine padagogische Lehrer-Wolke
(LOGINEO NRW, Mebis in Bayern, LernSax in Sachsen, IServ in vielen Léan-
dern), strenge Anforderungen an Datenschutz (DSGVO). Pixel Round wurde
bewusst so entworfen, dass es ohne Anmeldung, ohne Dateniibertragung und
vollstandig offline lauffahig ist. Fiir Schulen ohne ausreichende digitale Aus-
stattung ist in Anhang C ein wvollstindig analoger Pfad dokumentiert.

2. Fachdidaktische Begriindung

Pixel- und Voxelgrafik priagen die visuelle Alltagskultur der Jugendlichen in dieser
Altersstufe mafigeblich — von Minecraft und Stardew Valley bis zu den Piktogram-
men auf dem Smartphone. Diese vertraute visuelle Sprache zum mathematischen
Gegenstand zu machen, verwandelt einen dsthetischen Bezug in ein echtes mathe-
matisches Problem: Wie kann ein Rechner, der nur quadratische Zellen ein- und
ausschalten kann, eine iiber R definierte Kurve darstellen?

Die Sequenz folgt drei didaktischen Grundiiberzeugungen:

o Genetisches Prinzip im Sinne Martin Wagenscheins. Statt drei Algorithmen
als Lehrstoff frontal zu préasentieren, lassen wir die Lernenden in der ersten
Doppelstunde selbst entdecken, dass es keine einzige richtige Antwort auf die
Frage gibt, welche Zellen einem Kreis angehoren. Die Mathematik tritt dann
als notwendige Sprache zur Prézisierung der eigenen impliziten Wahl auf.

e Drei Grunderfahrungen im Sinne Heinrich Winters (1995): erstens das Ma-
thematische als Mittel zur Welterschlieffung (die Pixelgrafik im Alltag), zwei-
tens als geistige Tdtigkeit eigener Art (die Erklarung der drei Algorithmen) und
drittens als Schule des heuristischen Denkens (das offene Projekt der vierten
Doppelstunde).

e Realitatsbezug und Modellbildung im Sinne Werner Blums. Pixel Round
dient nicht dem Uben einer fertigen Formel, sondern stellt das Modellieren
selbst in den Mittelpunkt: dieselbe stetige Kurve lasst mehrere, formal vonein-
ander unterscheidbare diskrete Modelle zu.
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Bildungsbegriff und Allgemeinbildung

Im Sinne des humboldtschen Bildungsbegriffs verbindet die Sequenz mathe-
matische Strenge (Implizite Gleichungen, Ungleichungen, Algorithmen) mit
dasthetischer Erfahrung (Pixelkunst) und technischer Sachkenntnis (Funkti-
onsweise von Bildschirmen, Voxelgrafik im Computerspiel). Sie illustriert
damit, was Wagenschein das Ezemplarische nannte: ein Lerngegenstand, an
dem sich Grundziige des Faches und allgemeinbildende Einsichten gleicher-
mafen entfalten lassen.

3. Lernziele

3.1 Ubergeordnetes Lernziel

Die Lernenden erkennen, dass die Darstellung eines stetigen mathemati-
schen Objekts auf einem diskreten Raster eine eigenstindige mathema-
tische Entscheidung ist, die mehrere begriindbare Antworten zulasst, von denen
jede als préazises Zellzugehorigkeitskriterium formalisierbar ist.

3.2 Inhaltsbezogene Lernziele (Konzepte)

Die Lernenden kénnen nach Abschluss der Sequenz:

o die implizite Gleichung einer Ellipse mit den Halbachsen r, und r, aufstellen
und den Kreis als Spezialfall (r, = r,) erkennen;

o drei verschiedene Zellzugehorigkeitskriterien (euklidisch, Bresenham-Mittelpunktverfahren,
Schwellenwert) benennen und qualitativ vorhersagen, worin sich ihre Ergebnis-
se unterscheiden;

o die Gleichung in den dreidimensionalen Raum verallgemeinern und das Ellip-
soid als Quadrik beschreiben;

e einen ebenen Schnitt eines Festkorpers als lineare Ungleichung beziiglich der
Voxelkoordinaten interpretieren.

3.3 Prozessbezogene Lernziele (Tatigkeiten)

o Die Anwendung Pixel Round in den Modi 2D und 3D bedienen; Bilder als PNG
exportieren.
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o Auf Karopapier von Hand die diskrete Approximation eines Kreises nach einer
ausgesprochenen Regel zeichnen und mit der Softwareausgabe vergleichen.

o Die diskrete Flache einer Ellipse durch Zellabzahlung berechnen und mit der
kontinuierlichen Fléche nr r, vergleichen; die Abweichung als relativer Fehler
ausdriicken.

Y

o Eine eigene Komposition aus mehreren Figuren erstellen und die Wahl in ma-
thematischer Sprache begriinden.

3.4 Sozial-affektive Lernziele

o Konstruktive Zusammenarbeit in Paar- oder Dreiergruppen;

o Mathematische Verteidigung einer asthetischen Entscheidung — direkte Vor-
bereitung auf die miindliche Mitarbeit und die miindliche Abiturprifung;

o Akzeptanz mehrerer technisch korrekter Antworten auf dasselbe Problem.

4. KMK-Bildungsstandards

Die Sequenz adressiert systematisch alle sechs allgemeinen mathematischen
Kompetenzen der KMK-Bildungsstandards fiir die Allgemeine Hochschulreife
(2012). Pro Doppelstunde liegt der Schwerpunkt auf einer Auswahl:

K1 — Mathematisch argumentieren

Die Lernenden begriinden, warum die drei Algorithmen fiir denselben Kreis
unterschiedliche Pixelmuster liefern, und fithren die Schlussweise auf das je-
weils zugrunde liegende Kriterium zuriick. Schwerpunkt: Doppelstunden 2
und 4.

K2 — Probleme mathematisch losen

Die Lernenden formulieren die Frage Welche Zellen gehéren zum Kreis?
als Ungleichungsproblem und entwickeln verschiedene Losungsstrategien.
Schwerpunkt: Doppelstunde 1.

K3 — Mathematisch modellieren

Die Lernenden iibertragen ein gestalterisches Problem (Pizel-Art-Figur) in
eine mathematische Beschreibung (Halbachsen, Schnittungleichung) und zu-
riick. Schwerpunkt: Doppelstunde 4.
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K4 — Mathematische Darstellungen verwenden

Die Lernenden wechseln zwischen geometrischer (Skizze auf Karopapier), al-
gebraischer (Gleichung) und algorithmischer (Programmcode) Darstellung.
Schwerpunkt: alle Doppelstunden.

K5 — Symbolische und formale Elemente

Die Lernenden setzen Pixel Round als Werkzeug ein, kennzeichnen aber die
Grenzen des Werkzeugs und konnen auch ohne es argumentieren. Schwer-
punkt: alle Doppelstunden, insbesondere 2 und 3.

K6 — Mathematisch kommunizieren

Die Lernenden prasentieren in Doppelstunde 4 ihre Komposition vor der Klas-
se und verteidigen die Entscheidungen mit Fachvokabular — direktes Trai-
ning fiir die miindliche Abiturpriifung. Schwerpunkt: Doppelstunde 4.

4.1 Leitideen

Die Sequenz integriert insbesondere die KMK-Leitideen:

e L3 — Raum und Form: Ellipsen und Ellipsoide, Schnittebenen, Symme-
trien.

e L5 — Algorithmus und Zahl: drei Algorithmen, Ganzzahlarithmetik bei
Bresenham, Zeitkomplexitat.

5. Inhalte

5.1 Begriffliche Inhalte

o Kartesisches Koordinatensystem in R? und R3; Zellenmittelpunkt im Vergleich
zur Zellenecke.

o Kreisgleichung in Normalform: z2 + 32 = r2.

« Implizite Ellipsengleichung: (x/r,)* + (y/r,)* = 1.
o Zugehorigkeitsungleichung: Inneres, AuBeres, Rand.
o Ellipsoid- und Kugelgleichung im R3.

e Volumen des Ellipsoids: V' = %WTmTyTZ.
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« Ebenen im Raum als lineare Ungleichungen (Schnittoperation).

 Diskrete Nachbarschaften (4-Nachbarschaft in 2D, 6-Nachbarschaft in 3D).

5.2 Verfahren

o Handzeichnung auf Karopapier nach formal ausgesprochener Regel.

« Bedienung von Pixel Round (Moduswechsel, Schiebereglerverwendung, Algo-
rithmuswahl, PNG-Export).

o Vergleich von diskreter und kontinuierlicher Flache durch Zellabzahlung.

e Originalkomposition aus mehreren Grundformen.

6. Vorausgesetzte Kenntnisse

Kartesisches Koordinatensystem; Punktdarstellung im R? und R3.

Kreisgleichung (Sekundarstufe I, Klasse 9 oder 10).

Volumen von Wiirfel, Quader, Zylinder (Sekundarstufe I).

Funktionsbegriff: Definitionsbereich, Wertebereich, Schaubild.

Prozentrechnung und relative Abweichung.

Ein Vorwissensdiagnostik-Block von 10 Minuten in Doppelstunde 1 erméglicht
der Lehrkraft, Liicken einzelner Schiilerinnen und Schiiler aufzudecken — nach
den pandemiebedingten Lernliicken weiterhin relevant.

7. Material und technische Voraussetzungen

7.1 Digitale Ausstattung

« Pixel Round (ein Gerét je Lernender oder je Tandem);
o Beamer oder digitale Tafel;

o Schul-Tablet-Set, Chromebook-Wagen, Schul-Laptops oder BYOD tiber Smart-
phones.
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7.2 Analoge Materialien

« Karopapier (Rasterweite 5mm), 2 Bléatter je Lernende;
o Bleistift, Radiergummi, Lineal 30 cm;

o Buntstifte oder Filzstifte (moglichst in den Projektfarben rot #CC2020 und
schwarz);

o Aufgabenblatt (Anhang B);

o Tafel oder Whiteboard.

7.3 Bereitstellung der Software

Drei Wege, in Reihenfolge der Einfachheit:

1. Hosting auf GitHub Pages, dem Schulserver oder der LOGINEO-Cloud. Ver-
teilung per QR-Code an der Tafel.

2. Lokale Kopie auf jedem Schulrechner (Offnen der index.html per file://).

3. PWA-Modus offline: einmaliges Offnen mit Internet, danach permanent
verfiigbar im Browser-Cache.

8. Differenzierung und Barrierefreiheit

Jede Aufgabe bietet mindestens zwei Zugiange und zwei Darstellungsfor-
men. Damit erfillt die Sequenz die Grundgedanken der Universal Design for
Learning und ist mit den meisten Nachteilsausgleichen vereinbar.

8.1 Lernende mit Nachteilsausgleich (LRS, Dyskalkulie u. a.)

o Zeitzuschlag in Aufgabe 1.2 (15 statt 10 Minuten).
o Karopapier mit vorab eingezeichnetem Mittelpunkt.

o Wahl zwischen schriftlicher und miindlicher Verteidigung des Endprodukts.
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8.2 Leistungsstarke Lernende (LK-Niveau)

o Vertiefung: Herleitung des Entscheidungsparameters d, = 1 — R durch Aus-
wertung von F(z,y) = z? + y* — R? am Mittelpunkt (1, R — 1).

o Forschungsaufgabe: Konvergenzgeschwindigkeit der diskreten Fliche gegen 72

fiir 7 — oo. Antwort: O(r%?) (Resultat aus der analytischen Zahlentheorie,
GauB-Kreisproblem).

o Programmieraufgabe: Implementierung des euklidischen Algorithmus in 20 Zei-
len Python.

8.3 Variante in Einzelstunden (45 min)

Wo Doppelstunden nicht angeboten werden, lassen sich die vier Doppelstunden in
acht Einzelstunden aufteilen. Die jeweils erste Stunde dient der Einfiithrung, die
zweite der Vertiefung und der praktischen Anwendung.

8.4 Hybridunterricht und Distanzlernen

Die Webnatur von Pixel Round erlaubt einen reibungslosen Ubergang in Distanz-
formate (BigBlueButton-Instanzen der Lander, Zoom Education, Microsoft Teams
fir Bildung). Die Lehrkraft teilt den Bildschirm; die Lernenden arbeiten parallel
am eigenen Gerat. Karopapierarbeiten werden fotografiert und tiber die schulische
Lernplattform (Mebis, LernSax, Schulcloud) eingereicht.

9. Unterrichtssequenz

Die Sequenz folgt einer Vier-Phasen-Struktur, die der deutschen fachdidaktischen
Tradition entspricht: Hinfiihrung (Einstieg) — Erarbeitung (Schiilerarbeit) —
Sicherung (Institutionalisierung) — Anwendung (Transfer). Jede Doppelstun-
de umfasst alle vier Phasen mit unterschiedlicher Gewichtung.

9.1 Doppelstunde 1 — »Wie zeichnet ein Computer einen Kreis
aus Quadraten?«

Stundenaziel

Das Kernproblem der diskreten Rasterung als echtes mathematisches Problem
etablieren; die Kreisgleichung mobilisieren; Pixel Round vorstellen.

Pixel Round — Lehrkraft-Material Seite 12
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1.1 — Einstieg 15 min .\

Methode: Think—Pair—Share.

Ablauf:

1. Drei klassische Pixel-Art-Motive auf die Leinwand projizieren: Mario-
Pilz, einen Pokémon der ersten Generation, das Retro-Doodle von Goog-
le.

2. Leitfrage: »Was haben diese drei Bilder gemeinsam? Wodurch unter-
scheiden sie sich von einem mit dem Zirkel gezeichneten Kreis?«

3. Stille Einzelarbeit (2 min), dann Austausch im Tandem (3 min).

4. Plenum: Antworten an der Tafel sammeln; gezielt zur Beobachtung fiih-
ren — der Rechner kann nur Quadrate ein- oder ausschalten; wonach
entscheidet er, welche?

1.2 — Problematisierung 20 min |

Methode: Handzeichnung im Vergleich zur formalen Definition.

Material: Karopapier, Bleistift.

Ablauf:

1. Jede Lernende erhélt ein halbes Blatt Karopapier und markiert das Zen-
trum eines 11 x 11-Bereichs.

2. Auftrag: »Zeichnet den besten Kreis, den ihr hinbekommt, mit Durch-
messer 10. Vier Minuten. Kein Radieren. «

3. Nach Ablauf der Zeit: Drei oder vier Lernende tibertragen ihre Zeichnung
an die vorbereitete Tafel-Karoflur.

4. Geleitete Beobachtung: »Habt ihr alle dasselbe gezeichnet? Warum
nicht? Wer hat recht?«

5. Institutionalisierung: Es gibt keine eindeutige Antwort. Jede Lernende
hat implizit ein anderes Kriterium angelegt.

Pixel Round — Lehrkraft-Material Seite 13
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1.3 — Sicherung 25 min \

Methode: Lehrervortrag im Dialog mit der Klasse; Hefteintrdge nach Ta-
felbild.
Die implizite Gleichung eines Kreises mit Mittelpunkt O und Radius r lautet:

22 g2 = 2

Innere Punkte erfiillen 22 + y? < r?. Die Verallgemeinerung auf die Ellipse

mit Halbachsen r,r
. 2
e+ -
T Ty

Auf einem Pixelraster ist die Frage, welche Zellen zum Inneren gehoren.
Pixel Round bietet drei Antworten:

y-

« Euklidisch: Liegt der Zellenmittelpunkt (¢ + 1, j + ) im Inneren?

o Bresenham: Klassischer Algorithmus von 1965, nur Ganzzahlarithme-
tik.

e Schwellenwert: Liegt eine Ecke der Zelle im Inneren?

Live-Demonstration: Pixel Round wird mit Durchmesser 10 geoffnet. Die

Lehrkraft wechselt zwischen den drei Algorithmen, jeweils 30 Sekunden Auf-

merksamkeit. Pointe: Alle drei sind mathematisch korrekt, jeder unter sei-
nem eigenen Kriterium.
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1.4 — Anwendung und Hausaufgabe 30 min |

Arbeitsauftrag: »Zurick zum Karopapier. Zeichnet den Kreis mit Durch-
messer 10 erneut, diesmal strikt nach dem euklidischen Kriterium: Zelle
fillen genau dann, wenn thr Mittelpunkt (i + 0.5, j + 0.5) in Abstand < 5
zum Kreismittelpunkt liegt. «

Vergleich mit der entsprechenden Pixel-Round-Ausgabe im euklidischen Mo-
dus. Die beiden Zeichnungen miissen tbereinstimmen.

Hausaufgabe (Hefteintrag): Wiederhole die Aufgabe fiir Durchmesser 8
und 14. Notiere in einem Satz, was es bedeutet, dass eine Zelle »im Kreis«
liegt.

9.2 Doppelstunde 2 — »Drei Algorithmen, drei Zeichnungen«

Stundenaziel

Die drei Algorithmen als mathematisch unterschiedliche Kriterien vertiefen und
quantitativ vergleichen.

2.1 — Wiedereinstieg 10 min |

Hausaufgaben einsammeln und stichprobenartig vergleichen. Stundenziel
ansagen: »Heute betrachten wir jeden Algorithmus unter dem Mikroskop
und erkennen, warum Bresenham als ein Juwel der Informatik gilt. «

2.2 — Euklidisches Verfahren 20 min ~N

Formale Reformulierung. Fir eine Zelle (4, j) werden die normierten Abstén-
de berechnet:

Die Zelle wird genau dann gefiillt, wenn d 2 + dy2 <1.

Im Plenum: Beispiel ¢, = ¢, = 5, r, = r, = 5, Zelle (2,1). Es folgt
d, =—0,5,d,=—0,7, also d2 + d? = 0,74 < 1. Innen.

Einzelarbeit: Jede Lernende testet die Zelle (0,0). (Losung: 1,62 > 1, also

auflen.)
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2.3 — Bresenham-Algorithmus 30 min |

Historischer Anker. Jack Bresenham veroffentlicht den Algorithmus 1965
bei IBM. Eine einzige Gleitkommamultiplikation auf damaligen Rechnern
kostete einige hundert Mikrosekunden. Bresenhams Beitrag: Zeichnen mit
ausschliefSlich ganzzahligen Additionen und Vergleichen.

Ausgehend von (z = 0,y = R) mit dy) = 1 — R, bei jedem Schritt im
Oktanten 0-45°:

wenn d < 0: néchstes Pixel: (z+1, y), d += 2z + 3
wenn d > 0: néchstes Pixel: (z+1, y—1), d +=2(z —y) +5

Tafelbild: den Algorithmus fiir R = 5 Schritt fiir Schritt durchgehen, x, y,
d tabellieren. Die tibrigen sieben Oktanten ergeben sich aus der Diedersym-
metrie D,.

Konrad-Zuse-Bezug: der Z3 (1941, Konrad Zuse, Berlin) war der erste
programmierbare Rechner der Welt. Bresenhams Beitrag passt in die direkte
Linie dieser deutschen Informatikgeschichte.

Differenzierungshinweis: Bei Schwierigkeiten mit der Algebra des Ent-
scheidungsparameters den Algorithmus als Regel prasentieren. Vollstindige
Herleitung im technischen Begleitdokument.

2.4 — Schwellenwert-Algorithmus 15 min

Fiir jede Zelle (i, j) wird die zum Kreismittelpunkt néchstgelegene Ecke be-
stimmt:

n, = clamp(c,, i, i+1), n, = clamp(c,, j, j+1)

2 2
— n, —c
Die Zelle wird gefiillt, wenn (n‘” Cw> -+ ( Y y) < 0,94.

r
Warum 0,94 statt 17 Empirisch entstehen bei 1 einzelne Pixel-»Stacheln«
an den vier Kardinalpunkten. Der leicht reduzierte Schwellenwert beseitigt
sie. Fine ingenieurmdfSige Entscheidung aus visueller Inspektion — ein wert-
volles Beispiel dafiir, dass reine Mathematik nicht alle Antworten gibt.
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2.5 — Quantitativer Vergleich 15 min N

Partnerarbeit. In Pixel Round:

Durchmesser 16 einstellen, Modus Gefiillt.

Info-Chip aktivieren. Die diskrete Flache aller drei Algorithmen notieren.
Kontinuierliche Flache berechnen: 7r? = 647 ~ 201,06.

Ajg. — A
Relativer Fehler pro Algorithmus: | d‘sz kont| x 100%.
kont
. Reihenfolge: vom kleinsten zum grofiten Fehler.

Erwartetes Ergebnis: Euklidisch unter 1%; Schwellenwert tiberschatzt um
wenige Prozent; Bresenham dazwischen. Auswertung im Plenum.

es B e

(a) Euklidisch (b) Bresenham (c) Schwellenwert

Abbildung 1: Derselbe Kreis mit Durchmesser 20 in den drei Algorithmen. Bei
groBeren Durchmessern sind die Unterschiede subtiler als bei kleineren.

9.3 Doppelstunde 3 — »Von der Ellipse zum Ellipsoid: die dritte
Dimension«

Stundenaziel

Die Ellipsengleichung in den Raum verallgemeinern; Voxel und diskretes Volumen
einfiihren; ebene Schnitte als lineare Ungleichungen verstehen.
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3.1 — Ubergang 2D zu 3D 25 min N

Eine dritte Koordinate z wird hinzugefiigt. Die Ellipsengleichung verallge-
meinert sich unmittelbar:

2\2 2 N2
T, Ty T,
Bei r, = r, =1, = r erhalten wir die Kugel 2 4y + 22 =12

Voxel. Die Zelle eines 3D-Rasters heifit Vozel (volume element). Das Zuge-
horigkeitskriterium ist mit der dritten Koordinate identisch:

€t

2 2 2
ay +a, +a; <1, a e
Live-Demonstration. Modus wechseln auf 3D, zwischen Kugel und Ellip-
soid umschalten, mit der Maus rotieren. Schattierungsstile Classic, Smooth,

Blocks vorfiithren.

(a) Kugel D =12 (r, =r, =1, =6). (b) Ellipsoid
W =20,H=10,D = 12.

Abbildung 2: 3D-Voxelisierung. Jeder Wiirfel ist ein Voxel, dessen
Mittelpunktkoordinate gegen die implizite Gleichung gepriift wird.
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3.2 — Kontinuierliches vs. diskretes Volumen 25 min N

Das kontinuierliche Volumen ist ein klassisches Ergebnis der Integralrech-
nung:

V.= cmryryr,

Beir,=r,=r,=m V= a7r3. Diese Formel ist in den Abituraufgaben

zur analytischen Geometrie regelméflig anzutreffen.

Partnerarbeit:

1. Berechnung des kontinuierlichen Volumens fir D = 12, r = 6: V =
37216 ~ 904,78.

2. In Pixel Round Kugel D = 12 erzeugen, Modus Gefiillt. Diskretes Volu-
men ablesen.

3. Relativer Fehler berechnen.

Diskussion: Das Verhaltnis Vyg/Viene — 1 fiir D — oo. Fir kleine

D besteht eine merkliche Differenz — und das ist mathematisch korrekt:

Die Diskretisierung verdndert tatséchlich die Zahlung. Bezug zum Gauf-

Kreisproblem (s. Vertiefungsaufgabe in §8).

Pixel Round — Lehrkraft-Material Seite 19



PIXEL ROUND Unterrichtssequenz — Q2/12. Jg.

3.3 — Schnitte als lineare Ungleichungen 20 min |

Pixel Round erlaubt drei Schnittebenen. Jeder Schnitt ist eine lineare Un-
gleichung beziiglich der Voxelkoordinaten:

X-Achse: x> cut = Voxel verworfen
Y-Achse: y > cut = Voxel verworfen
Diagonale: =+ y > cut = Voxel verworfen

Demonstration. Kugel in Y auf 50% schneiden, dann in X auf 50%, dann
diagonal auf 50%. Auswirkung auf das Bild beobachten.

Leitfrage: » Warum reicht der Diagonalschniti-Regler bis D, + D, und nicht
nur bis D, ? An welcher Stelle in der Ungleichung steht die Antwort?«

(a) Y-Schnitt bei 50% (b) X-Schnitt bei 50% (c) Diagonalschnitt
(y > 5 verworfen) (z > 10 verworfen) (z +y > 15 verworfen)

Abbildung 3: Drei ebene Schnitte am selben Ellipsoid (W =20, H = 10, D = 12), je
50% Volumen beibehaltend. Beachten Sie das treppenformige Muster
des Diagonalschnitts.

3.4 — Kunsthistorischer Anker 20 min

Verkniipfung mit dem Bauhaus-Erbe.

Drei Bilder projizieren:

o Albrecht Diirers Holzschnitt Melencolia I (1514): das magische Quadrat
4 x 4 und die polyedrische Form.

o Wassily Kandinsky, Kreise im Kreis (1923): Bauhaus-Komposition aus
geometrischen Grundformen.

o Joseph Albers, Homage to the Square (1949-76): Variation derselben
Form unter veranderten Bedingungen.

Diskussion: »Das Bauhaus formulierte das Gestalten aus Kreis, Quadrat

und Dreieck als Grammatik. Pizel Round bringt dieselbe Grammatik in den

Rechner. Was bleibt vom Bauhaus-Konzept in der digitalen Pixelkunst, was

geht verloren?«
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Diese Verkniipfung ist eine Briicke zum Fach Kunst und kann als gemeinsa-
mes Projekt mit der Kunstlehrkraft fortgefithrt werden.

9.4 Doppelstunde 4 — nAbschlussprojekt: eigene Pixel-Art mit
mathematischer Verteidigung«

Stundenaziel

Die gesamte Sequenz in einer eigenen Produktion biindeln; durch die mathema-
tisch fundierte Prasentation evaluieren.

4.1 — Auftakt 10 min

Auftrag: »In Paaren oder Dreiergruppen produziert ihr ein Pixel- oder
Vozel-Art-Bild, das mindestens drei der mit Pixel Round erzeugten Figuren
kombiniert (Kreise, Ellipsen, Kugeln, Ellipsoide). Figur, Logo, Symbol, Tier
— ihr entscheidet. Am Ende prisentiert jede Gruppe das Werk und verteidigt
die Entscheidungen mathematisch: Warum dieser Algorithmus? Warum
diese Proportion? Warum dieser Schnitt?«

Gruppenbildung: vorab heterogen eingeteilt.

(. _/

4.2 — Produktion 55 min

Material je Gruppe:

e Ein Gerat mit Pixel Round;

o Karopapier, Bleistifte und Filzstifte fiir Skizzen;

» Reflexionsbogen mit drei Pflichtfragen (Anhang B, Aufgabe 5).
Innere Phasen:

1. Brainstorming und Skizze.

2. Produktion in Pixel Round; Teilbilder als PNG exportieren.
3. Komposition auf Karopapier mit Filzstiften oder digital.

4. schriftliche Verteidigung.

Begleitung durch die Lehrkraft: Rundgang mit gezielten Fragen —
» Warum genau dieser Algorithmus? Wie liefle sich dieser Schnitt durch
eine Ungleichung beschreiben? «
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4.3 — Prasentation und Schlussreflexion 25 min N

Jede Gruppe hat zwei Minuten fir ihre Prasentation und beantwortet min-
destens eine der drei Pflichtfragen.

Mindestkriterien:

e mindestens eine mathematische Figur identifizieren;

o den gewéhlten Algorithmus benennen und begriinden (auch nachtrdaglich);
e bei 3D-Schnitt: als Ungleichung beschreiben.

Schlussreflexion durch die Lehrkraft (5 min): Kernthese erneut formu-
lieren — » Auf einem diskreten Raster gibt es keine eindeutige Reprdasentation
einer stetigen Kurve. Sich fir eine zu entscheiden, ist eine mathematische
Handlung. « Termin fiir Abgabe von Arbeitsblatt und Reflexionsbogen.

10. Leistungsbewertung

Die Leistungsbewertung folgt den Vorgaben der jeweiligen Landes-APO-GOSt und
unterscheidet zwischen schriftlicher und sonstiger Mitarbeit (in vielen Lén-
dern: Sonstige Mitarbeit / Allgemeine Mitarbeit).

10.1 Lernstandsdiagnose

In Doppelstunde 1, Aufgabe 1.2. Die Lehrkraft erkennt frithzeitig, welche Lernen-
den Liicken in Koordinatensystem, Kreisgleichung oder Fléacheninhalt haben.

10.2 Formative Bewertung

Verteilt iiber die vier Doppelstunden: Beobachtung der Beteiligung, Qualitiat der
individuellen Antworten in den Aufgaben 1.4, 2.2 und 2.5, der Berechnungen in
3.2.

10.3 Summative Bewertung

Zwei Produkte:

1. Aufgabenblatt (Anhang B), 5 Aufgaben, Abgabe nach Doppelstunde 4.
2. Abschlussprojekt (Aufgabe 4.2) mit Reflexionsbogen.
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10.4 Bewertungsraster (Punktewertung 0-15)

Bereich Gut bis sehr gut (10-15 Ausreichend / mangelhaft
Punkte) (0—9 Punkte)

Mathematischer Wendet die Gleichungen von El- Verwendet die Kreisgleichung,

Inhalt lipse und Ellipsoid korrekt an; un- scheitert aber an der Verall-
terscheidet die drei Algorithmen gemeinerung; verwechselt die
und antizipiert deren Wirkung. Algorithmen.

WerkzeuggebraucBedient Pixel Round in 2D und Benotigt haufige Hilfestellung;
3D selbstandig; exportiert; wech- bedient nur 2D.
selt Algorithmen sicher.

Argumentation Verteidigt das Endprodukt mit Begriindet nur asthetisch; Fach-
praziser Fachsprache (Algorith- sprache fehlt.
mus, Voxel, Schnitt, Unglei-

chung).

Kooperation Konstruktiver Beitrag in Tandem Einzelarbeit; kaum Beitrag.
oder Triade; aktive Diskussions-
beteiligung.

10.5 Gewichtung im Halbjahresergebnis

o Aufgabenblatt: 40%.
o Abschlussprojekt mit Prasentation: 50%.
o Sonstige Mitarbeit: 10%.

11. Facherverkniipfungen

11.1 Informatik

Der Bresenham-Algorithmus ist Stoff jedes Informatikkurses zur Algorithmik. Dop-
pelstunde 2.3 lasst sich mit der Informatik-Lehrkraft koordinieren; die Implemen-
tierung in 25 Zeilen Python kann als Hausaufgabe ergdnzt werden. Bezug zum
deutschen Informatik-Erbe: Konrad Zuse, Z3 (1941), erster programmierbarer
Rechner der Welt.

11.2 Bildende Kunst

Pixel Art wird im Kunstunterricht traditionell als digitale Bildsprache behandelt.
Pixel Round bietet die seltene Gelegenheit, Mathematik und Kunst am selben
Gegenstand zusammenzufithren: Die Figur ist gleichzeitig Gleichung und Kompo-
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sition. Vorschlag: gemeinsame Ausstellung der Schiilerwerke im Schulhaus oder
digital.

11.3 Physik

Die Tonebene von Pixel Round verwendet additive Synthese reiner Sinuswellen.
Die gewéhlten Frequenzen ndhern Tone der gleichstufigen 12-Ton-Stimmung
an (jeder Halbton multipliziert die Frequenz mit 2'/12 ~ 1,0595). Direkter Bezug
zu den Themen Mechanische Wellen und Akustik in der Physik-Sek. II.

11.4 Geschichte und Kulturkunde

Bresenham verdffentlichte den Algorithmus 1965 in den USA — doch die deut-
sche Informatikgeschichte beginnt frither: Konrad Zuse, Berlin, Z3 1941. Eine
Querverbindung zur Geschichte oder Sozialkunde ist moglich: Wieso entstand der
Computer in dieser Zeit? Wer waren die Akteure? Wer profitiert heute?
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A. Demonstrationsskript fiir Pixel Round

Empfohlene Sequenz fiir die Live-Demonstration in Aufgabe 1.3 und zur Einarbei-
tung der Lehrkraft. Gesamtdauer: 15 Minuten.

A.1 Einstieg und 2D-Modus

1.

Pixel Round o6ffnen. Obere Leiste, Canvas-Bereich und Bedienelemente benen-
nen.

. Modus 2D / Kreis bestatigen.

Schieberegler Size auf 10 setzen.

Info-Chip im Canvas aktivieren. Ablesung: » Durchmesser 10, Radius 5, Flache
..., Algorithmus Euklidisch. «

Algorithmen umschalten: Euklidisch / Bresenham / Schwellenwert. Je
30 Sekunden Pause.

A.2 Ellipse

1.

2.

3.

Auf Ellipse umschalten. Es erscheinen die Regler Breite und Hohe.
W =16, H = 8 einstellen.

Leitfrage: »Die zugehirige Gleichung ist (x/8)% + (y/4)* = 1. Warum durch
8 bzw. 4%«

A.3 3D-Modus

. Auf 3D / Kugel, D = 12.

Mit der Maus rotieren.

Info-Chip: Volumen ablesen.

. Auf Ellipsoid umschalten: W = 20, H = 10, D = 10.

Schnittregler Y auf 50%.

Diagonale Achse einschalten. Schréigschnitt erkléren.
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A.4 Export

1. Download-Knopf benutzen.
2. PNG speichern.

3. Bemerkung: hochauflosend, druck- und beamertauglich.
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B. Aufgabenblatt

Hinweis. Einzelarbeit. Verifikation in Pixel Round zuldssig, aber die mathemati-
sche Begrindung ist Pflicht.

Aufgabe 1 — Kreisgleichung

Aufgabenstellung. Ein Kreis hat den Mittelpunkt (0,0) und den Radius r = 7.
Fiir jeden der folgenden Punkte: liegt er innerhalb, aufierhalb oder auf dem Kreis?
Begriindung.

a) (3,4) Lésung: innen (25 < 49).
b) (5,5) Lésung: aufien (50 > 49).
c) (0,7) Lésung: auf.
d) (=7,0) Lésung: auf.

Aufgabe 2 — Euklidisches Kriterium

Aufgabenstellung. Mittelpunkt (5,5), Radius 5. Wird die Zelle (1, 3) gefiillt?
Lésung: Zellenmittelpunkt (1,5, 3,5), Abstand /14,5 ~ 3,81 < 5. Innen.

Aufgabe 3 — Diskrete vs. kontinuierliche Flache

Aufgabenstellung. In Pixel Round Kreis D = 20 im euklidischen Modus er-
zeugen. Diskrete Fliche ablesen. 7r? berechnen. Relativen Fehler bilden. Mit
Schwellenwertalgorithmus wiederholen. Vergleichen.

Liosung: Ay = 1007 ~ 314,16. Euklidisch typisch < 2%. Schwellenwert tiber-
schatzt um 5-8%.

Aufgabe 4 — Volumen eines Ellipsoids und Schnitt

Aufgabenstellung. Halbachsen r, =4, r, =6, r, =3.

a) Kontinuierliches Volumen.
b) Nach Schnitt auf der Y-Achse mit 50% Erhalt: verbleibendes Volumen.
¢) Beschreibung des Schnitts als Ungleichung,.

Liosung: (a) V = 967 ~ 301,59. (b) Aus Symmetrie: ~ 150,80. (c¢) y < cut mit
cut = 6.
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Aufgabe 5 — Reflexionsbogen fiir das Abschlussprojekt

(1) Welche geometrischen Figuren wurden verwendet (Kreis, Ellipse, Kugel, Ellip-
soid)? Welche Parameter?

(2) Welcher Algorithmus fiir die Hauptfigur? Warum? Welcher visuelle Effekt
entsteht, der mit den anderen nicht erzielt wiirde?

(3) Wurden 3D-Schnitte verwendet? Wenn ja, einen davon als Ungleichung for-
mulieren.
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C. Anpassung fiir Schulen ohne digitale Ausstattung

Diese Anpassung ermoglicht die Durchfithrung der Sequenz vollstindig auf Papier,
wenn der Zugang zu Endgeraten nicht fiir die gesamte Lerngruppe gewahrleistet
ist. Die fachliche Substanz bleibt erhalten; nur das Medium andert sich.

C.1 ErsatzmaBnahmen pro Doppelstunde

Doppelstunde Originalaktivitit Analoger Ersatz
1 Pixel-Round-Demonstration Die Lehrkraft zeichnet die drei Algo-
(1.3) rithmusvarianten des Kreises D = 10
auf einem an die Wand gehefteten Ka-
roplakat.
2 Softwarevergleich (2.5) Vorbereitete Arbeitsblatter mit drei

bereits abgebildeten D = 16-Kreisen
verteilen. Zellen manuell abzédhlen.

3 Erzeugung der 3D-Kugel (3.1, Arbeitsblatter mit den Schichten der
3.2) Kugel (z = 0,1,2,...) auf Karopapier

verteilen. Mental stapeln.
4 Produktion in Pixel Round Produktion ausschlieflich auf Karopa-
(4.2) pier mit Buntstiften. Verteidigung

(4.3) unverandert.

C.2 Vorbereitungs-Kit (einmalig)
o Ein DIN-A3-Bogen mit 30 x 30 Karos.
e Pro Lernender ein Set von 4 DIN-A4-Karobogen.

o Eine Vergleichsblattserie mit allen drei Kreisvarianten (D = 16), zu Hause
vorbereitet und in der Schulkopierstelle vervielfaltigt.

C.3 Landerspezifische Curriculum-Crosswalk

Auswahl von Bundesldndern mit eigenen Bildungsplénen:
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Bundesland Lehrplanwerk Zugehoriges Themenfeld
Bayern LehrplanPLUS Gymnasi- Q12, Mathematik: Analytische Geome-
um trie.

NRW Kernlehrplan GOSt Q-Phase Mathematik: Geometrische Ob-
jekte im Raum (LK + GK).

Baden- Bildungsplan 2016 Kursstufe Math.: Vektorgeometrie und

Wiirttemberg Lagebeziehungen.

Berlin/Brandenbuigahmenlehrplan SekII Mathematik: Analytische Geometrie.
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D. Glossar fur Lehrkrafte

o Algorithmus — endliche, wohldefinierte Befehlsfolge zur Problemlosung. Die
drei Algorithmen in Pixel Round sind unterschiedliche Verfahren fiir dasselbe
Problem.

« Bresenham-Algorithmus — 1965 von Jack Bresenham (IBM) fiir Strecken
verOffentlicht, spéter auf Kreise und Ellipsen (Pitteway, Kappel) verallgemei-
nert. Kennzeichen: ausschliefllich Ganzzahlarithmetik.

o« Canvas — HTML-Element, das eine 2D- oder 3D-Zeichenfliche im Browser
bereitstellt.

o« DSGVO-konform — entspricht der EU-Datenschutz-Grundverordnung. Pi-
xel Round verarbeitet keinerlei personenbezogene Daten.

o Implizite Gleichung — Gleichung der Form F'(z,y) = 0, die eine Kurve als
Nullstellenmenge einer Funktion definiert. Fir die Ellipse: (z/7,)*+ (y/r,)* —
1=0.

o Pixel — Kurzform fiir picture element. Kleinste Einheit eines Digitalbildes;
in einem Raster eine 1 x 1-Zelle.

e« PWA — Progressive Web App — Webanwendung, die offline lauffiahig ist
und sich wie eine native App verhélt.

o Rasterung — Umsetzung einer kontinuierlichen geometrischen Beschreibung
in eine Matrix aus Pixeln (2D) oder Voxeln (3D).

o Halbachse — in einer Ellipse mit Mittelpunkt M: Abstand von M zum Ellip-
senscheitel in Richtung der entsprechenden Achse. Der Kreis ist der Spezialfall
Ty =Ty

o Gleichstufige 12-Ton-Stimmung — Aufteilung der Oktave in 12 gleich gro-
e Halbtonschritte. Frequenzverhéltnis zweier benachbarter Halbtone: 9 ~
1,0595. Grundlage der westlichen Musik.

o Voxel — Kurzform fiir volume element. Dreidimensionale Verallgemeinerung
des Pixels: kubische Zelle der Kantenldnge 1.

e WebGL — 3D-Grafik-API im Browser. Pixel Round verwendet sie iiber th-
ree.Js.
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— Ende der Unterrichtssequenz —
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